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Apfel - Birne - Ei
von Marcus Bickmann

Von der Antike bis zum Computerzeitalter spannt sich ein weiter Bogen in der Berechnung von geometrischen
GroBen von Korpern. Erstaunlich ist jedoch, daB sich sogar umfangreiche Hand- und Lehrbiicher der Schul- und
Universititsmathematik in der Berechnung elementarer K6rper wie Kegel, Kugel, Paraboloid oder Ellipsoid :
erschopfen. Eine Birne ist aber kein Kegel, ein Apfel keine Kugel und ein Ei kein Ellipsoid, und die Natur zeigt :
uns sogar noch wesentlich kompliziertere Formen auf,

Im Rahmen einer mathematischen Facharbeit zum Abitur habe ich versucht, die Realitiit an einigen biologi-
schen, rotationssymmetrischen Korpern mit Hilfe des Grafik-Computers Amiga 2000 zu erfassen.

o Coiﬁputerukl};f_:rstﬁiznung

-~ 4. Dréi biotogische Korpe
% drei Methoden i~

1. Einige Riickblicke

Im allgemeinen ist der rémische Staats-
mann, Redner und Geschichtsschreiber
Marcus Tullius Cicero meist nur als Schip-
fer und Verfasser von Senats- und Gerichts-
reden und philosophischen Schriften be-
kannt. DaB er einen Beitrag zur Geschichte

grofe Begeisterung ausgeldst, denn er
wiinschte sich auf seinem Grab einen Zylin-
der und eine Kuge! aufgestelit.

Syrakus wurde 212 v, Chr. nach zweijihri-
ger Belagerung von den Rémern eingenom-
men,; bei der tiblichen Pliinderung der Stadt
kam auch der greise Archimedes ums Le-
ben. Als Cicero nun 75 v, Chr. als Quaestor

zuheben sind. Die meisten dieser Schriften
wurden zu Ansatzpunkten fiir die weiter-
fithrenden Methoden des 16. und 17. Jahr-
hunderts. Hier treten die Visierbiicher mit
Anleitungen fiir die Kiifer zum Eichen von
Fissern und zur Volumenberechnung auf,
Vor allem auf die Anwendung (z. B. im
Gelinde oder zur Raumbestimmung von
Fissern} kam es auch in den zahlreichen
geometrischen Schriften dieser Zeit an (vgl.
(1.

Systematisiert wurde die Volumenberech-
nung von Johannes Kepler. Er griff dabei
auf die aus der Antike stammenden Metho-
den vor allem des Archimedes zuriick. Und
dennoch ging Kepler methodisch weit {iber
Archimedes hinaus, indem er den Begriff
vom unendlich Kleinen in mathematische
Rechenmethoden einbezog.

Infinitesimale Zerlegungsgedanken sprach
Kepler fiir Kugel und Zylinder aus. Zum
Beispiel schrieb er: “Die Kugel besteht aus
unendlich vielen Kegeln, deren Scheitel im
Mittelpunkte zusammentreffen, und deren
auf der Oberfliiche gelegene Grundflichen
durch Punkte ersetzt sind.”

Aus Kugeln, Zylindern und Kegelstiimpfen
setzte Kepler komplizierte Korper nihe-
rungsweise zusammen, zum Beispiel das
FaB aus Zylinder und zwei Kegelstiimpfen,
Insgesamt war Kepler so imstande, weit
iiber Archimedes hinaus zu gehen, auch

L

der Mathematik leistete, erscheint vielenals ~ auf Sizilien residierte, gelang es ihm, das  hinsichtlich der Anzahl der Kérper, die -
nebensichlich. damals bereits unbekannte und verfallene  zumindest niherungsweise —dem Volumen

Mehr als 200 Jahre vor Ciceros Amtszeit Grab des Archimedes anhand dieser Sdule nach berechenbar wurden. Kepler gab unter

lebte in Sizilien der wohl bedeutendste Ma-  zu identifizieren und der Nachwelt zu be-  anderem auch Verfahren fiir Torus, zitro-

thematiker der Antike, Archimedes von Sy-  schreiben ([1], S. 33ff.). nenformige, apfelfdrmige, birnen- und pflau-

rakus. Die wichtigsten Arbeiten von Archi- ~ Allerdings hatte schon die Mathematik der  menformige Korper, Quitte, Kiirbis, Olive,

medes betrafen Grundprobleme der Stereo-  vorgriechischen Zeit Flichen- und Raum-  Spinde! und andere mehr an. Keplers Vei-

metrie, die der Ausarbeitung von Methoden  berechnungen gekannt, die fast immer aus  mihlung war dann der AnlaB der beriihmten

zur Bestimmung von Flichen-undRaumin-  Aufgaben der Landvermessung und der “FaBrechnung”imJahre 1615, Kepler selbst

halten der klassischen Figuren und Korper  Bautechnik resultierten. Archimedesjedoch  berichtete:

Zylinder, Kegel, Kugel, Quader und Pyra- erweiterte diese Berechnung auf Drehkér- — “Als ich im November des leizien Jahres I
miden dienten. per zweiter Ordnung, deren Begrenzungs-  (1613) meine Wiedervermdhlung feierte ... ¢
Er experimentierte dazu mit dem Hebelge-  flichen nun auch gekriimmt sein konnten.  da war es die Pflicht des neugebackenen n
setz, um die Formel des Kugelvolumens zu ~ Spétere Mathematiker wie Pappos von  Gatten ..., fiir sein Haus den notigen Haus-

erhalten, und er fand auf Grund von Annah-  Alexandria stellten im wesentlichen Sam-  trunk zu besorgen. Als einige Fiisser einge-

men, daB das Volumen eines Zylinders und  melwerke zusammen, worunter besonders  kellert waren, kam am vierten Tag der

der von ihm umschlossenen Kugel im Ver-  die Bemerkungen iiber die Extremwertbe-  Verkdufer mit einer Mefirute, mit der er alle n
hiltnis 3 : 2 stehen, Diese Erkenntnis hatte  handlung und der sogenannte Guldin’sche  Fésser ofine Riicksicht auf ihre Form, ohne C

bei Archimedes anscheinend besonders
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ihrem Weininhalt nach bestimmte. Die Vi-
sierrute wurde mit threr metallenen Spitze
durch das oben befindliche Spundloch quer
bis zu den Rindern der beiden Fafibéden
eingefiihrt, und als Lingen gleich gefunden
waren, ergab die Marke am Spundloch die
Zahl der Eimeér im Faf” ([2], 5. 15).
Kepler bezweifelte zu Recht die Richtigkeit
dieser Mefimethode, ErbeschloB, die Raum-
inhaltsbestimmung = Stereometrie selbst zu
behandeln. Er veriffentlichte deshalb zu-
erst 1615 einen Theorieband und anschlie-
Bend 1616 einen Praxisband, bekannt unter
demNamen “Osterreichisches Wein-Visier-
Biichlein”. Zwar 148t man Keplers Schluf-
weisen nur in Bezug auf ihren praktischen
Wert gelten, trotzdem wurden diese iiber
Cavalieri, Pascal, Fermat, Newton und
besonders Leibniz wegbereitend fiir die
moderne Integralrechnung. Denn mit dieser
ist die stereometrische Erfassung rotations-
symmetrischer und dariiberhinaus auch
beliebiger Korper (Abb. 1), sei es die Be-
rechnung der Oberfliche oder des Volu-
mens, jeder technischen wie praktischen
Problematik gewachsen (vgl. [2]).

2. Infinitesimale Grundlagen

Die Infinitesimalrechnung bietet zor Volu-
menberechnung von Korpern die Integra-
tion und Differentiation von Funktionen als
Hilfsmittel an. Insbesondere fiir Rotations-
korper werden durch die Integration die
Beschrinkungen der einfachen Sterecme-
trie aufgehoben. Unter Rotationskérpern
sind dreidimensionale Gebilde zu verste-
hen, die durch Rotation eines oder mehrerer
Kurvenziige um eine Drehachse entstehen.
Rotiert der Graph einer Funktion f(x) um
die X-Achse, so wird der Mantel eines
Rotationskérpers iiberstrichen (vgl. {3], S.
279. Um das einbeschriebene Volumen
des erzeugten Drehkorpers zu bestimmen,
existieren zwei unterschiedliche Verfahren,
die hier zuniéichst erldutert werden sollen.
Ein Rotationskorper, der durch die Drehung
des Fliichenintegrals um die X-Achse ent-
steht, kann in einen “Stapel” von verschie-
denen Kreisen, deren Mittelpunkte auf der
X-Achse liegen, zerlegt werden. Der Ra-
dius jedes einzelnen Kreises entspricht dem
Funktionswert f(x) an der Stelle x. Somit
ergibt sich fiir den Flécheninhalt einer kreis-
formigen Schicht die Beziehung

A=rg

und aus 't = f(x) folgt damit

AX) = f(x)’ R. 1

Das Volumen wird nun durch die Bildung
des Integrals liber die einzelnen Flichenele-
mente A(X) von x, bis x, berechnet mit

X X 2
V= xl-{(f(x) 7) dx —;fjf(x) dx (2)
mit x,, X,€ R; x, <x, (vgl. [4], 8. 239).

Die rotierende Funktion muB im Drehinter-
vall [x,5x,] stetig integrierbar sein (Abb. 2).

Abb. 1: Apfel - Birne - Ei

Eine zweite Methode, um den Rauminhalt
eines Rotationskérpers zu bestimmen, re-
sultiertans der 1. Guldin’schen Regel. Diese
besagt, dafl das Volumen eines Rotations-
korpers das Produkt aus dem Inhalt der er-
zeugenden Fliche und dem Umfang des
von dem Fliichenschwerpunkts beschriebe-
nen Kreises ist ([3], S. 281 und [5], S. 145)
mit

V=2rnS A (3}
A Flicheninhalt der erzeugenden Fliche
S, Y-Koordinate des Flichenschwerpunk-

tes.
Die Fliche A ergibt sich aus dem Integral
iiber die Funktion f(x) von x, bis x,. Die
Schwerpunktskoordinaten eines homoge-
nen Flichenstiicks, das von der Kurve
y = f(x), der X-Achse und den Geraden
X=X, und x = X, begrenzt wird, sind

. SK =M (43)
:ij(x) dx
. . xij(x) dx b)

’ _2:Jf(x) dx

(vgl. [51, 5. 346 und [3], 5. 292).
Zur Berechnung des Volumens
wird allerdings nur die Koordi-
nate S_benétigt, die Formel zur
Berecﬁnung von S_sei nur der
Vollstindigkeit halber erwihnt.
EinNachteil dieser Berechnungs-
methode soll nicht verschwie-
gen werden, denn bei der Volu-
menberechnung mit (2) wird nur
einmal eine Integration durchge-
fithrt, bei der Schwerpunktbe-
stimmung muf} jedoch zweimal
integriert werden, was die Be-
rechnung hiufig unndtig ver-

kompliziert. Der Vorteil von (3) kommi
dann zum Tragen, wenn der Schwerpunkt
bereits bekannt ist, weil dann zwei gleich-
wertige Alternativen bestehen, die jeweils
verschiedene Vorteile haben. So wire,
immer vorausgesetzt, da der Schwerpunkt
bekannt ist, bei einer Funktion mit quadra-
tischen Wurzelgliedern wegen der Elimina-
tion der Wurzel durch das Quadrat Formel
(2) zu bevorzugen, Bei Polynomen oder bei
trigonometrischen Funktionen ist Methode
(3) besser, da hier der hichste Grad nicht
noch einmal erhéht wird,

Nicht nur die explizite Funktionsform
y = f(x) kann um die X-Achse gedreht
werden, dies geht auch bei einer weiteren
Art, der Parameterform einer Funktion. Doch
bevor man die Parameterform verwendet,
soll erst erkléirt werden, wie diese aufgebaut
ist.

Hinufig ist die Darstellungsweise von Funk-
tionen und vor allem von Kurven in Form
von Ausdriicken der Art y =f(x) nicht mehr
ausreichend. Bei der expliziten Form der
Funktionsgleichung wird jedem Wert x
héchstens ein Wert v = f(x) zugeordnet.

Abb. 2: Der Rotationskirper der Funktion
fx)=sinx fiirxe [0;2 7]
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Tritt der Fall auf, daf} einem x-Wert zwel
oder mehr y-Werte zugeordnet werden, 1i63t
sich dieser Graph nicht mehr in expliziter
Form darstellen. Aus diesem Grund ist fiir
viele Anwendungsfille die Darstellung der
Funktion in Parameterform vorteilhaft bis
notwendig ([6], Kapitel 2).

Ist bei einer Funktion y = f(x) sowohl x als
auch y wieder eine Funktion eines gemein-
samen Parameters t, dann 1st

x=® (1) = x(1)

y=38(=y®

eine Parameterdarstellung der Funktion
y = f(x) (vgl. [7], S. 280).

Die Parameterform kann erzeugt werden,
indem man x = x{t) beliebig wihlt und
y = y(t) durch das Ersetzen von x = x(t) in
y = f(x) bestimmt. Die Wahl von x = x(t)
sollte zweckméBigerweise so sein, daf die
Funktionen x(t) und y(t) einfache und vor
allem eindeutige Funktionen von tsind (vgl.
[8]. S. 118f).

Eine Einschrankung mufl gemacht werden:
zu jeder expliziten Form gibt es viele ver-
schiedene Parameterdarstellungen, aber
nicht jede Parameterdarstellung ergibt
zwangslaufig eine explizite Form, da oft ein
Umstellen nach t nicht mdglich ist.

Dadie Parameterdarstellung einer Funktion
aus der expliziten Form hervorgeht, 1453t
sich die Funktion auch in dieser Form um
die X-Achse rotieren. Voraussetzung ist
aber, daB die Rotationsfunktion im Rota-
tionsintervall [t;t] nur im positiven Be-
reichdes Koordinatensystems liegt, daB also
gilt x(t} 2 O mit t € [¢,.t,]. Die Volumenfor-
mel ergibt sich nun durch Umformung von
(2).

Bei der Integration bestimmiter Integrale
gilt die 2. Substitutionsregel

sp)p b )
¢(a)jf(u) du=aJlf(q)(x)) ®'(x)dx (5)

{[9], S. 493 und [10], S. 465),
indiese wird die Parameterform einer Funk-
tion eingesetzt

(1) = B(t)

y(1) = {(x(0) = f{D(V)

X:J'f(x)z dx =Jf(c1>(t))3q>'(t) dt

f
x, = x(1) =D(1))
X, = x(1,) = ®(1,)
daraus ergibt sich die Volumenformel fiir
Funktionen in Parameterform durch das
Zuriickeinsetzen

Ver' [yoxma ()

3. Computerunterstiiizung

Seit der Erfindung der ersten integrierten
Schaltungen hat sich die Mikrocomputer-
technik iiberall durchgesetzt. In einem gro-
Ben Teil der Haushalte stehen sogenannte
Heimcomputer, kaum ein Biirc kommt heute
noch ohne einen Personalcomputer aus,
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Nicht nur die Anzahl der Geriite hat sich la-
winenariig erhéht, auch die Ausstattung der
Computer wurde, vor allem was Geschwin-
digkeit und Speicherkapazitit betrifft, um
ein Vielfaches verbessert. Im Jahr 1969
hatte der Bordcomputer der Mondlandefih-
re “Eagle” einen Speicher von 4 KByte, was
4096 Zeichen entspricht. Ein mittlerer Heim-
computer hat heute etwa 1024 KByte, was
eine Speicherkapazitit von staitlichen
1.048.576 Zeichen bedeutet. Geradezu pré-
destiniert sind diese Gerite fiir mathemati-
sche Anwendungen - letztendlich ist auch
der Computer ein Kind der Mathematik, die
Digitaltechnik basiert auf der Bool’schen
Algebra, einem Teilgebict der Mathematik.
Daher bietet es sich an, den Computer Ta-
tigkeiten verrichten zu lassen, die er genau-
er und schneller erledigt als der Mensch,
zum Beispiel das Skizzieren von Funktio-
nen oder das Zeichnen von Korpern. Wird
heute ein Funktionsgraph miihselig mit Hand
Punkt fiir Punkt gezeichnet, so scheint es
sich im Zeitaiter der Mikrocomputer dabei
um einen Anachronismus zu handeln. Da-
her soll unser Computer die Bilder zeich-
nen, wir verschwenden unsere Zeit nicht
mehr damit, die Probleme darzustellen,
sondern verwenden sie fiir etwas, das wir
besser konnen: fiir das Losen der Probleme.
Alle Computerprogramme, die hier verwen-
det wurden, sind auf einem Commodore
Amiga in der Sprache Modula2 entwickelt
worden, als Compiler wurde das M2 Amiga-
Entwicklungssystem Version 3.3d von A+L
eingesetzt. Im Gegensatz zu den meisten
Programmiersprachen ist Modula2 noch sehr
neu. Sie wurde 1980 von Niklaus Wirth, der
bereits 1970 die Sprache Pascal entwickel-
te, als Verbesserung der Sprachen Pascal
und Modula vorgestellt.

Da die Zeichnung eines Funktionsgraphen
am Bildschirm nichts grundlegend Neues
ist, soll das Vorgehen nur grob erldutert
werden. Zuerst wird der Wertebereich und
der Definitionsbereich der Funktion unter-
sucht. Danach wird ein Skalierungsfaktor
berechnet, um den Graphen der Funktion in
das vorgegebene Fenster einzupassen. Jetzt
werdendie Achsen des Koordinatensystems
gezeichnet, schlieBlich der Graph der Funk-
tion.

Beider Drehung um die X-Achse handeltes
sich um das Kernstiick der Computerdar-
stellung von Rotationsfunktionen. Noch
einmal zur Erinferung: eine Rotationsfunk-
tion ist eine Funktion, deren Graph um die
X-Achse rotiert, sodal3 ein dreidimensiona-
ler Korper entsteht. Diese Operation 16t
sich zwar sehr leicht gedanklich ausfilhren,
doch wie wird sie mathematisch beschrie-
ben, daB3 ein Computer etwas damit anfan-
gen kann (Abb. 3)7

Man zerlegt einen Rotationskérper, hnlich
wie bei der Volumenberechnung, in Schich-
ten. Eine solche Schicht hat, wenn man sie
von oben betrachtet und der Mittelpunkt auf
der X-Achse liegt, eine Kreisform. Der
Radius des Kreises wird durch den Funk-

vy
y=f{x) '

Abb, 3: Ein kreisformiger Schnitt durch
einen Rotationskirper

tionswert f(x) an der Stelle x bestimmt.
Die Parameterdarstellung der Kreisfunk-
tion lautet

x{t)=r-cost (7a)

y(t)=r1-sint {7b)
mit r = Radius des Kreises.
Man erkennt, daB sich eine Schicht des
Rotationskérpers durch diese Funktion be-
schreiben ldBt, denn die Z-Achse entspricht
der X-Achse der zweidimensionalen Dar-
stellung, und die Y-Achse bleibt die Y-
Achse. Somit lid3t sich ein Punkt P (XY Z),
der auf der Oberfliche des Rotationskor-
pers liegt, berechnen mit

X,=x (8a)
Y, = f(x) - sin @ (8b)
Z, = f(x) - cos ®. (8c)

Fir einen Rotationskorper, der durch Dre-
hung einer Funktion in Parameterform ent-
stand, miissen die Formeln etwas abgein-
dert werden, da nun auch x eine verinderli-
che Grofe ist. Es ergibt sich

X, =x(0 (9a)
Y, =y(t) - sin @ (9b)
Z,=y() cos D. (9c)

Bei (8) und (9) ist & der Winkel zwischen
der Z-Achse und der Gerade zwischen
Kurvenpunkt und Drehmittelpunkt.

Dic Funktion ist nun gedreht (Abb. 4), die
Punkte der Oberfliche liegen nun alle in der
Form (X;Y;Z) vor, Doch bis jetzt ist noch
keine Linie des Korpers am Bildschirm er-
schienen, die dreidimensionalen Koordina-
ten miissen erst in zweidimensionale trans-
formiert werden, damit sie gezeichnet wer-
den kénnen.

Bei der Darstellung von Kérpern auf einer
Ebene gibt es verschiedene Projektionsmig-
lichkeiten, zum einen die Gruppe der Paral-
lelprojektionen, und die Gruppe der Flucht-
punktprojektionen. Fiir eine Darstellung
eines Kérpers, bei dem mathematische und
nichtkiinstlerische Aspekte im Vordergrund
stehen, kommt nur eine Parallelprojektion
in Frage, weil in dieser Darstellung alle
Parallelen erhalten bleiben.

Bei der Kavalierperspektive bleiben alle X-
und Y-Werte ldngentreu erhalten, die Z-
Achse wird in einem Winkel von45° gegen
die Bildebene gedreht und um die Hilfie
gekiirzt.
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T b harsaial

i erwihnt, um aufzuzeigen,

Drehe Funktion £{x)

welche programmtechni-

X8W :=(Xmax-Xmin)/Kantenpunkte
pﬁ@su:z%ﬁO/Schrltte
phi :=

| schen Erweiterungsmog-
lichkeiten existieren.
Nach dieser theoretischen

flir k:=1 erh&he um 1 bis Kanteninzahl

Vorarbeit zu den Rotations-

x:=¥min

funktionen sollen nun eini-

fﬁr kp:=1 erhéhe um 1 bis KantenPunkte

ge praktische Anwendungen

¥a [k, Kp] :=x A !
va [k, kp]:=f (%} *sin(phi}
2a [k, kp]l :=f (x) *cos (phi}
X t=H+HEW

zur Volumenberechnung er-
Hiutert werden. Anhand
dreier grundlegend unter-

phi:=phi+phisw

schiedlicher biologischer
Korper, einer Birne, einem

Abb. 4: Nassy-Schneidermann Struktogramm zur
Drehung einer Funktion f(x) um die X-Achse

Eine dazu sehr dhnliche Darstellung ist die
isometrische Projektion. Bei ihr haben die
Achsen das Verhiltnis 1 : 1 : 1, die Achsen
stehen in der Bildebene in einem Winkel
von 120° aufeinander. Die Projektionsglei-
chungen fiir diese Darstellung lauten

x'=x-cos 30° -z cos 30° (10a)

y=y—-x-c0s60°-2z- cos60° (10b)
(Vgl. [11], 8. 30f und 8. 35f).

Diese Umformung erledigt das Unterpro-
gramm Mache3Dzu2D in den beiden Pro-
grammen. Danach werden die Koordinaten
skaliert, damit der Korper am Bildschirm
immer mittig gezeichnet wird. Der Kérper
wird nun gezeichnet, indem die einzelnen
Punkte, die jetzt in der Form (X;Y) vorlie-
gen, in bestimmter Reihenfolge miteinan-
der verbunden werden. Dies erledigt das
Unterprogramm ZeichneRotKoerper bei
beiden Programmen. Als erstes werden die
Kanten gezeichnet, also die Funktionskur-
ve zu jedem Drehwinkel. Danach werden
die Kantenpunkte um den Korper herum
miteinander verbunden, es werden sozusa-
gendie Umfinge der Schnittkreise gezeich-
net.

Betrachtet man die Drahtgitterdarstellung
am Bildschirm, so fallen noch einige klei-
nere Méngel auf: die Linien, dieim Bildhin-
tergrund liegen, sind sichtbar, obwohl dies
nicht der Realitit entspricht. Auch ist das
Bild statisch, es wiire denkbar, daB der
Korper auf Tastendruck um die verschiede-
nen Achsen gedreht wird oder dergleichen.
Zudem konnte das Bild noch an Plastizitéit
gewinnen, indem es als Vollflichenmodell
dargestellt wird. Eine Methode dazu wiire,
die ganze Oberfliche in Dreiecke zu zerle-
gen. Die Dreiecke werden nun nach ihrem
Abstand zum Betrachter sortiert und von
hinten nach vorne gezeichnet. Die Farbe der
Dreiecke wird durch die Neigung der Drei-
ecksfliche gegen eine Lichtquelle im Raum
bestimmt. Ist die Fldche der Lichtquelle
zugewandt, so ist sie heller, ist sie abge-
wandt, so ist sie dunkler. Das Ergebnis ist
ein Vollflichenmodell, das sogar Korper-
schatten aufweisen wiirde (dazu: [12],[13]).
Doch wiirde diese sehr genaue, aber auch
aufwendige Darstellung den Rahmen dieser
Arbeit bei weitemn sprengen, sie ist nur

Ei und einem Apfel, soll die
praktische Seite der Volu-
menberechnung von Rota-
tionskorpern  dargestellt
werden. Hierbei wird die mathematische
Fiktion vorausgesetzt, dal bei diesen Kor-
pern ndherungsweise die Rotationssymme-
trie vorhanden ist — was im allgemeinen
durch die Einfiihrung eines Querschnittes
durch die Korper leicht bewiesen werden
kann.

4. Drei biologische Kirper —
drei Methoden

“Drei Korper — drei Methoden™ heifit die
Uberschrift zu diesem Kapitel, denn die drei
Koérper werden auf verschiedene Art und
Weise durch Funktionen angenihert. Zum
einen wird die Kontur durch abschnittswei-
se Definition von Funktionen, zum anderen
durch Umwandlung von Funktionen in
andere Darstellungsweisen, und schlieflich
durch Verzerrung bestehender Funktionen
mathematisch beschrieben.

-]
Bime [lat.] Pirus, Gattung der Rosengewichse, rund
25 Arten, die Kulturbirne wurde unter anderem aus der
dornigen Wildbirne (Misch- und Auwilder) geziichtet
(aus [14], §. 430),
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Abb. 6: Das Profil einer Birne als ab-
schnittsweise definierte Funktion

Betrachtet man den Lingsschnitt durch eine
Birne (Abb. 5), so 146t sich die Konturlinie
in drei Abschnitte einteilen. Der erste und
der dritte Abschnitt kénnen durch Teile
einer Ellipse, die durch einen glatten Kur-
venzug verbunden sind, beschrieben wer-
den.

Fiir den ersten Abschnitt mit x € [0;h/3] 15t
der Radius in Y-Richtung r = 1. Dies isteine
Festlegung, durch die die Streckung des
Graphen in Y-Richtung vereinfacht wird.
Der Radius in X-Richtung wird R = h/3,

Abb. 5: Ein Schnitt durch eine handels-
iibliche Birne

Zudem liegt der Mittelpunkt der Ellipse auf
der Y-Achse, die Funktion muB nochumR
nachrechts verschoben werden. Es gilt somit
fiir den positiven Kurvenzug

f(x)z% (/32 —(x h/3)

=ﬁ\3—9x2 + 6hx.

Der zweite Abschnitt wird durch ein Poly-
nom angendhert. Der Graph eines Poly-
noms zwischen den Punkten (O;H) und (L;0)
(Abb. 6) muf} folgende Nebenbedingungen
erfiillen, damit die Kurve an den Nahtstel-
len einen glatten Ubergang aufweist
(O f(0)=H; (IHf =0
(H fL)=0; dVv)f L)=0.
Das sind insgesamt 4 Bedingungen, die den
Polynom-Ansatz
yv=ax*+bx*+cx+d (12)
ergeben. Es wird nun noch die erste Ablei-
tung der rationalen Funktion gebildet,
y=3ax’+2bx+c
danach wird das lineare Gleichungssystem
erstellt
DHaP+b(P+c0+d=H
(IH3a0*+2b0+c=0
(IHal*+bLl2+cL+d=0
(IV)3al?+2bL+c=0.
Die Lisungen

(1

H

a=ziHT, b=-373. c=0. d=H

werden in (12) eingesetzt und ergeben

H ; H ,
y=2i3—x —3?)( +H. (13)

(vgl. hierzu [15], S. 68f)

Das Teilstiick mufi nun noch an die gefor-
derten Mafle angepalit werden. Es ist er-
sichtlich, daB

1

L==h, H=—2- wird,
2 3

zudem muf} der Ast um 1/3 angehoben und
um h/3 nach rechts verschoben werden.
Dies in (13) eingesetzt ergibt fiir das Poly-
nomzwischenstlick

32 3562 8 23

3" 3n? on - 81 (14

Der dritte Abschnitt fiir x € [5h/6:h] wird
wieder durch eine Viertelellipse angeni-
hert. Hier gilt, daB der Radius in X-Rich-
tung R = h/6 und der Radius in Y-Richtung
r = 1/3 ist. Die normale Ellipse in Nullage
muf} noch um 5h/6 nach rechts verschoben
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werden. Daraus folgt fiirden positivenZweig

y=%\/1;2—36-(X*5h/6)2

=3ih\/—9xz+15xh—6h2 (15)
Die Funktionsabschnitte wurden so normiert,
daB der groBite Wert der Funktion 1 ist. Eine
Streckung in Y-Richtung wird durch eine
Multiplikation mit dem halben Durchmes-
ser erreicht. Werden die Ergebnisse (11),
(14) und (15) zusammengefaBt, so ist das
Ergebnis eine abschnittsweise Definition
einer Funktion f(x), die der Oberflichen-
kontur einer Birne angenihert ist

tion beschrieben werden.
Untersucht man die Relation

f(x)=2Vx’ —x ,

so stellt man fest, da die Relation im Be-
reich der Nullstellen N, (-1;0) und N, (0;0)
ungeféhr ein Eiprofil aufweist. Leider hat
diese Relation auch die unangenehme Ei-
genschaft, daf sie in den Bereichen [-oo;-1]
und [0;1] nicht definiert ist. AuBerdem pait
der Astim Bereich [1;+e0] nicht recht zu der
landldufigen Vorstellung von derFigurcines
Eies. Will man das Intervall, in dem der
Graph der Relation einem Ei gleicht, vom

Rest der Relation isoliert erhalten,

9 ox® +6hx ;Os)csE

2h 3
f(x)=g[3—23-x3——5-—6-2—x2+&x—§) ;ESX

2\ 3h 3h 9h 81 3

i\f’[—-9x2 +15xh — 6h* ;éh <x<h

3h 6

so bietet sich die schon angespro-
chene Transformation des eiformi-
gen Teiles der Relation in Parame-

5 | terdarstellung an.

s 3 h{ Zur Umwandlung in die Parameter-
form wird zuerst x in Abhingigkeit
von t gesetzt. Fiir ein Eiprofil, das

(16) | fir t € {O;x] genau den halben

Das Volumen des Rotationskorpers wird
nun berechnet, indem die Integralformel (2)
aufdie einzelnen Abschnitte angewandt wird.

h 2
vznojf(x) dx
=n(J, +1,+71,) (J, = Teilintegral)

h/3

d r— :
J= [—V—Qx'-}-ﬁth dx
! OJ 2h

5his
B 20
L L 213h 3h?

h d 2
I= J[wxf—QXQ + leh—6h2) dx
Shie

V=(i+i+—1~]nd2h

18 16 324
157 .,
V, =-——ndh.
mie = 1306 an

80 23})2
+—x-—1| dx
on" 81

Das Volumen einer Birne kann demmach
unter Beachtung der Voraussetzungen durch
eine einfache Formel berechnet werden.

L
Lexikalisch ist das Ei (lat. Ovus) die biologische Fori-
pflanzungszelle von Mensch, Tier und Pflanze. Das
tierische Ei besteht aus Eikern, Eiplasma (mit Dotter)
und fester Eihiille, Dic Formenmannigfaltigkeit der
Vogeleier hat zu einem bes. Wissenschaftszweig, der
Oologie (Eierkunde), die vor allem fiir die Systematik
vor Bedeutung ist, gefiihre (aus [16], S. 913).

In der Geometrie und der Mechanik gibt es
verschiedene  Niherungskonstruktionen
mittels Kreisbigen fiir Eiprofile. Ein Eipro-
fil idBt sich aber auch durch ein Parabelseg-
ment an einem Kreis darstellen ([17], Abb.
70). Dies ist wieder eine abschnittsweise
Definition, Die Mathematik bietet zu diesen
Methoden, wie so oft, Alternativen an. Eine
solche Alternative wird hier gewihlt, das Ei
soll ndmlich durch Anpassung einer beste-
henden algebraischen, geschlossenen Funk-
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Umfang umléuft, darf x nur im In-
tervall [-1;0] liegen (der Parameter t darf
iibrigens keinesfalls als Winkel zwischen
einer Koordinatenachse und dem Funk-
tionsstrahlinterpretiert werden). Eine Funk-
tion, die diese Bedingung erfiillt, ist eine in
X-Richtung gestreckte und gekippte Si-
nusfunktion. Fiir x gilt also
X(t) = —sin 0,5t. (18)
Wird dies nun in die Funktion f(x) einge-
setzt, so erhiilt man y in Abhingigkeit von

t mit
y(t) =/=sin® 0,5t +sin 0,5t (19)

Die Richtigkeit dieser Uberlegung beweist

der Graph der Parameterform der Funk-

tion.

Es ergibt sich vorteilhafterweise eine ele-
gante Darstellung eines Eiprofils, das ihn-
lich Kreis und Ellipse in einfacher Parame-

terdarstetlung darstelibar und berechenbar

1st.

Eine Streckung in X-Richtung ergibt sich

durch Multiplikation mit einem Parameter
r, eine Streckung in Y-Richtung durch
Multiplikation mit einem Parameter r_. Der
Graph der Funktion 4Bt sich also wesent-
lich einfacher als bei einer expliziten Dar-
stellung in Hhe und Breite verindern.
Werden nun die beiden Parameter auf 1
normiert, so entsteht quasi ein Einheitsei
mit einer Konturformel, in die direkt Lin-
genangaben in cm einflieBen kénnen. Es
ergibt sich fiir

r =h (20

AuBerdem ergibt sich der Zusammenhang
r, = @d

Y22 21)

Wird nun das Volumen des Rotationskor-

pers dieser Funktion in Parameterform be-

stimmit, so ist das Volumen eingesetzt in (6)
T 2

VE]. = Zr’ I.- (22)

Werden nun die Normierungsformeln (20)

und (21) angewandt, ergibt sich eine einfa-

che endgiiltige Volumenformel

333,

Ve=Tpmdhe g3
Beidieser Volumenformel (Abb. 7) wurden
in einer Mefreihe die Abweichungen der
erwarteten Volumen vom gemessenen Vo-
lumen bestimmt. Zuerst wurden Hohe und
Durchmesser der Eier, danach das Volumen
mit Hilfe der Wasserverdringurig bestimmt,
Die Abweichungen sind mit einem mittle-
ren prozentualen Fehler von 1,5 % relativ
klein, eine Anniherung des Eies durch ein
Ellipsoid, die ebenfalls gerechnet wurde,
ergab einen mittleren prozentualen Fehler
von 3,1 %. Bei der Anngherurig durch ein
Ellipsoid war zudem die Differenz zwi-
schen dem groften und dem kieinsten Feh-
ler mit 5,1 % doppelt so groB wie bei der
Anngherung mit Formel (23). Es wird daher
deutlich, daBl cine an sich naheliegende
Anniherung durch ein Ellipsoid zu grob ist.
Dariiberhinaus kénnte die hier vorgeschla-
gene Fiformel durch Einfithrung der Ach-
senlage des Durchmessers im Verhiltnis
zur Eihthe zu einer weiteren Verbesserung
fithren, Auf diese Berechnung muB hier aus
Platzgriinden leider verzichtet werden.

T
Apfel [lat.] Malus, Kernobst, Familie Rosengewiichse;
aus wilden Arten (z. B. Malus silvestris, einheimisch,
bereits von Pfahlbauern verwendet) wutde unser Apfel
in unzihligen Edelsorten geziichtet (aus [14], S. 183).

Die sich ergebende Bahnkurveé eines Punk-
tes P, wenn ein Kreis k mit dem Radius r auf
der AuBenseite eines festen Kreises K mit
dem Radius R abrollt, heiBit gemeine Epizy-
kioide. Betriigt das Verhiltnis vonR : =2,
so entsteht eine Kardioide ([10], S. 465f).
Der Lingsschnitt durch einen Apfel {Abb.
8) dhnelt sehr stark dem Funktionsgraphen
der Kardioide. Esist daher zu vermuten, daf
sich die Konturkurve des Apfels durch eine
Kardicide annéhern it
Die Parameterform der Kardioide mit

x(t) = 2cos t— cos 2t

y{t) = 2sin t — sin 2t
muB zuerst wieder auf 1 normiert werden,
Das Volumen eines “Kardicids” mit den
Radien r, = 1 und r, = 1 wird in vielen
Biichern als Beispiel berechnet. Aus dem
Ergebnis folgt die aligemeine Volumenfor-

mel 64 2
Kardicid — ‘_3"'“ Lr,.

(24)

(25)
durch Normieren der Parameterform (24)
entsteht dann die normierte Form der Volu-
menformel eines kardioidischen Apfels mit
_128 42 .
Apfel T 739 (26)

Ruft man sich aber einen Apfelquerschnitt
in Erinnerung, sicht man, daB der Apfel
auch an der Unterseite einen, wenn auch
kleineren, Nabel, bedingt durch den Bliiten-
ansatz, aufweist. Die Niherung (24) ist
darum offenbar noch verbesserungsbediirf-
tig, wenn der Funktionsgraph einen zweiten
Einschnitt aufweist. Aus dem Bildungsge-
setz der Epizykloiden 1#Bt sich die Parame-
terdarstellung einer solchen Kurve mit

x(t) = 3cos t — cos3t (27)

y(ty=3sint-sin3t=4sin’t
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herleiten.
Der Graph dieser Funktion ist aber irnmer
noch zu symmetrisch, denn bei einem Apfel
istderuntere Einschnitt kleiner als der obere,
auferdem liegt die dickste Stelle des Apfels
auch nicht in der Mitte des Apfels. Die
Funktion (27), die zu der Geraden x = 0
symmetrischist, kann durch Multiplikation
miteinem Linearfaktor, der mitkleinerem x
grioBer wird, wie gewiinscht verzerrt wer-
den. Da die Funktion gegen den Uhrzeiger-
sinn lduft, wird ein kleineres x durch ein
groferes t bedingt. Folglich wird die Ver-
zerrung durch eine Multiplikation mit dem
Laufparameter t erreicht.
Die Losung
x(y=t{3cost—cos 3t)
y(t) =t {3sint —sin 3t)
ist die neue Parameterform (Abb. 9), Die

{28)

b N 6 i

'JuMmMMwmu

Abb. 8: Ein axial aufgeschnittener Apfel

Darstellung sieht schon viel besser aus, doch
hat die Formel (28) einenn groBen Haken:
durch die Quadrierung von y(t) und der
Multiplikation mit der Ableitung von x(t)
entsteht ein Term mit Gliedern der Form
t - sin™x - cos"x mit m,n > 5, der sich analy-
tisch nicht mehr integrieren [4Bt.

Eine Integration mit Hilfe von Niherungs-
losungen, zum Beispiel mit Polynomen
hoherer Ordnung, erwies sich in der prakti-
schen Anwendung als zu ungenau. Daher
entstand als Kompromifi das Ausweichen
auf die numerische Integration nach Gauf3
(vgl.: [18]. S. 86ff).

Wie man bereits sehen
konnte, lassen sich bei
der Volumenberech-
nung jedesmal dic
Radien in X- und Y-
Richtung herauszie-
hen, so daB nur noch
ein Term miteinem Pa-
rameter integriert wer-
den muB. Diese nume-
rische Integration wird
nun mit dem Pro-
gramm  Integration
durchgefiihrt. Das Er-
gebnis der Rechnung
ist

=3177nrlr, (29)

Werden die Formeln zusammengefafit, ist
das Resultat die normierte Volurmenformel

Ve = 0.1875 mdh
3 42 30
=" gd?h (30)
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Auch an Apfeln wurden Volumenmessun-
gen zur Uberpriifung der Formeln durchge-
fiithrt, was besonders interessant ist, da hier
zwel verschiedene Lésungen miteinander
konkurrieren (Abb. 10).
Uberraschenderweise ist die Volumenbe-
rechnung mit (30} ungenauver als mit {26),
da hier der mittlere prozentuale Fehler klei-
ner ist. Jedoch ist bei (30) die geometrische
Ahnlichkeit mit einem Apfellingsschnitt
wesentlich groBer, so daBl im praktischen
Gebrauch durch Ansatz eines Korrektur-
gliedes durch Hinzunahme der unterschied-
lichen Tiefen der Nabelpunkte eine wesent-
lich Verbesserung erreicht werden kénnte
{Abb. 11). Dies wiirde jedoch zuerst eine
umfangreiche Mefireihe verschiedener Ap-
felsorten voraussetzen, sowie eine Anpas-
sung der MeBwerte an die Parameterformen
durchdie sogenannte Regressionsrechnung.
Auch bei der Birne und dem Ei wire hiermit
eine Verbesserung méglich, doch dakeinEi
dem anderen gleicht — hier hat der Volks-
mund unrecht - muf wie immer ein Kom-
promif} zwischen Ergebnis und Aufwand
fiirs erste gentigen.

d semessen (in em) | 7.9 | 7.2 | 7.8 | 9,0
h gamescan {in em) |} 6,1 | 5.9 | 6.6 | .9
Vexp {in cm®) | 200 | 160 | 220 | 400

Vaprer {26} {in cw®) | 210,0 | 168.7 | 221,5 | 397,7
Abweichung {in %) | 5,0 | 5,4 | 0.7 | 0,6

Vapre: (30) {in cm*) | 224,3 | 180.2

| 236.5 | 424.6

Abweichung  (in %) | 7.2 | 12,6

| 7.5] 6.2

Abb. 10: Die Tabelle der Mefwerte von Apfeln

A% =7r0 I g2 () (1) dt Abb. 7: Das Ei als Rotationskiirper
k4

5. Ausblicke

Von der Antike bis zum Computerzeital-
ter spannt sich ein weiter Bogen in der Ent-
wicklung stereomeirischer Berechnungen,
insbesondere der Volumenberechnung. Da-
bei istdie Infinitesimalrechnung ein wichti-
ges Hilfsmittel geworden, Der Vollstindig-

Abb. 9: Der Funktionsgraph von (28) im
Bereich [0;7], der negative Ast entstand
durch Spiegelung an der X-Achse

keit halber sei erwihnt, daB8 sich Volumina
auch in Polarkoordinaten, mit Gebietsinte-
gralen, Raumintegralen und allgemeinen
Volumenintegraien berechnen lassen,
Grundsitzlich bleibt jedoch immer die Be-
stimmung der dem K&rper zugrundeliegen-
den Funktion in einer oder mehreren Ebe-
nen im Vordergrund stehen. Wenn nicht als

Abb. 11: Die asymmetrische und verbesserte Form des Apfels
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klares geometrisches Gesetz, dann zumin-
dest als Annahme und Arbeitshypothese.
Hierzu ist zu erwihnen, daB sogar umfang-
reiche Hand- und Lehrbiicher der Mathe-
matik sich in der Berechnung clementarer
Korper erschopfen, allerhéchstens werden
Kegel, Kugel, Paraboloid oder Ellipsoid mit
ihren stereometrischen GroBen bestimmit.
Eine Birne ist aber kein Kegel, ein Apfel
keine Kugel und ein Ei kein Ellipsoid, denn
die Natur zeigt uns wesentlich komplexere
und kompliziertere Formen auf. Der natiir-
lichen Umwelt und Form gegeniiber bleibt
die'elementare Stereometrie eine theoreti-
sche Lehre, denn sie beschreibt etwas, das
es nur in Anniherung gibt. Die Beschrei-
bung der Natur und ihrer Formen, man
denke nuran Berge, Biume und deren Friich-
te, steckt immer noch in den Kinderschu-
hen. Erste Schritle auf diesern neuen For-
schungsgebiet wurden erst mit Benoit
Mandelbrot und der Entdeckung der soge-
nannten “Apfelminnchen” oder auch “Man-
delbrotmengen” unternommen. Dieser niéue
Zweig der Mathematik, die fraktale Geo-
metrie, spielt sich aber hauptsichlich in der
Ebene der komplexen Zahlen ab, doch auch
die Mathematik der reellen Funktionen ist
zur Beschreibung von natiirlichen Kérpern
in der Lage {vgl. [19]).

Die hier vorgestellten Methoden versuchen
die praktische Realitdt abzubilden, reale
biologische Korper sind aber nur mit einer

Vielzah! von EinfluBgréBen zu erfassen,
dementsprechend schwierig wird die rech-
nerische und analytische Behandlung. Dazu
st noch mehr mathematische Theorie als
tiblich notwendig — dies bedeutet aber dafiir
auch ein Mehr an Realitiit und mehr Wert
fiir die Praxis,
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